Ubung 12

S1) Beschreiben Sie die abgebildete Funktion mit Hilfe der Sigmafunktion.

A f(t)

Losung:
fO)y=0(-t=T)+o(t—-T)

S2) Werten Sie die folgenden Integrale aus:

a)
/5 t+ -sin(2t)dt = sin (2 (—g)) =0

3
/6t—e (t)dt =1In(e) =1
0

/m- ot + ) — ot — 7)) - cos(t)dt —

cos(T) ,—nm<T<m

0 , sonst

=(o(T+7m)—o(T —m))-cos(T) = {

d) Wir substituieren u = 2t — 8.

_ 9 u+8 d7_674_
/52t -tedt = /(5 < ) 2_8_8




S3) Bestimmen Sie mit Hilfe des Ableitungssatzes fiir die Bildfunktion die Fourier-Transformierte von
g(t) =t f(t).
a) f(t)=e " o(t) o—e Flw) = 5

w

b) f(t)=e " o—e Flw)=r-e T

Losung: Der Ableitungssatz fiir die Bildfunktion lautet F(™ (w) = F{(—it)™ - f(t)}. Etwas um-
geformt erhalten wir fiir die erste Ableitung

Fl(w) = F{(=it) - f(t)} = —iF{t- f()} = =iF{g(t)} <= Flgt)} =iF'(w)

a)
Flot)y =i — ,——'(5+' ST P
T ="\stiw) = " l_(5+¢w)2
b)
2
Y 2wy irwe T
Flat) =i (Vi F ) =ivae T () =R
S4) Ermitteln Sie mit Hilfe des Faltungssatzes die zugehorige Originalfunktion.
a)
F)= s
YT 0+ iw) (3 + iw)
b)
Fw)=
YT A iw)
Losung:
a)
1 1 1
Flw) = = : =F(w)-F
(w) (1+iw)(3+iw) 14+iw 3+iw 1(w) - Fa(w)
1
_ 1 _ ot
() =F {1+iw} e~to(t)
_ 1 1 e
f(t)=F {3+m =e % o(t)
f&)=F HEw)}=fixfo= / e % o(u) e 3 ot — u)du

Fir ¢ > 0 erhalten wir

Fiir ¢ < 0 gilt

ft) = / e o(u) e 3 ot — u)du =0

—0o0
weil die beiden Sigma-Funktionen den ganzen Integranden auf Null setzen. Damit kénnen wir
als Endergebnis f(t) = 3 (e7" —e™%") o(t) festhalten.



FO) = rop = 0 op 1o~ ) B
Aty =F" {(1+1m)2} =te t-o(t)
fat) = F! {1 jw} =e ot
fO)=F HF(W}=fixfo= 7ue“0(u) e o (¢ — )du

Fiir ¢ > 0 erhalten wir

und fiir ¢t < 0 gilt

ft) = / ue ™ o(u) - e~ ot — u)du =0
—0o0
da die Sigma-Funktionen den Integranden auf Null setzen. Somit gilt
1
f(t) = 51&2 e to(t)
S5) Losen Sie das AWP mittels Laplace- Transformation.
a) ¥y +3y=—cos(t) ,y(0)=5 (Hinweis: Faltungssatz verwenden)
b) y =3y=4t-e" y(0)=a

Loésung:
a)
y' + 3y = —cos(t)
L{y'} +3L{y} = L{—cos(t)}

S
sY (s) —y(0) + 3Y (s) = o
S
Y(S)(S+3)_5:_52+1
s 5 s 1 )
Y = — = — .
(5) (82+1)(s+3)+8+3 211 513 513

Fi(s) Fr(s)

Auf das entstandene Produkt wenden wir den Faltungssatz £~ F - Fb} = f * fo fiir die
Laplace-Transformation an.

L t
fixfo= [ AW folt —w)du= [ —cos(u) - e 3% dy
/ /
¢

= e % / cos(u) e du = —0, 3cos(t) — 0,1sin(t) +0, 3e
0



Die vollstdndige Losung lautet

y(t) = £ {—m} +L7 {5_5%3} = —0,3cos(t) — 0, 1sin(t) + 5,3

b)
y —3y=4t-él
4
sY(s)—a—?)Y():(3_1)2
Y(s)(s—3)2(8_41)2+a
4 a

Wir fithren eine PBZ fiir den ersten Summanden durch.

4 A B C
5-12(5-3) s—1 (s-12 s—3
4=A(s—1)(s—3)+ B(s—3)+C(s — 1)
s=1: 4= 2B — B = —2
s=3: 4=4C = C=1

s=0: 4=344+64+1 = A=-1

Wir erhalten insgesamt

1 2 1 a
Y(s)=—— —
() s—1 (s—l)2+s +

y(t) = —e' —2te’ + e +ae

y(t) = —ef(1+2t) +e3(1 +a)

S6) Losen Sie das Anfangswertproblem durch Laplace-Transformation.

y'+2y — 3y =2t ,4(0) =1 und ¢'(0) =0

Losung:
y' +2y — 3y =2t

PV () = 5 (0) ~ 4/ (0) + 2AsY (5) ~ 9(0) = 3V (5) =
s2Y (s) — s +2(sY(s) — 1) — 3Y(s) = 532

2
Y(s)(82+2s—3):8—2+3+2

Y (s) 2 n S n 2

S) =

s2(s2+2s—3) s2+25s—3 s2+25—3
Y(s) = 2 + s34 252 _ s3 + 252 + 2

s2(s2+2s—3)  s%(s+3)(s—1)



Wir machen eine Partialbruchzerlegung;:

s$+2s°+2 A B C D

$2(s+3)(s—1) ;+87+s+3+3—1
24252 +2=As(s+3)(s— 1)+ B(s +3)(s — 1) + Cs*(s — 1) + Ds*(s + 3)

2
s=0 2=-3B B=—
s=-3 —7=-36C C’—l
- - 36
5
S 5 1
s=—1: 3=—A(2)(—2) + B(2)(-2) — 2C 42D
8 7 5 4
—4A+ - — — + = A=——
3 T3 71872 9
yg-A B, € D _ 41 21 7 1 5 1
s s2 s4+3 s—1 9 s 3 s2 36 s+3 4 s—1
42 [y t
t) = St —
yt) =—g —3ttgge Hge

R1) Geben Sie eine Losung der DGL mit Hilfe der Fouriertransformation an:

||

y—1y =e” ,xeR

Hinweis: Verwenden Sie den Faltungssatz und teilen Sie das am Ende entstehende Integral ge-
schickt auf.

Losung:

Floy - F{y'} = F {7}

Y(w) — (iw)?Y (w) = 1fwz
() Y (@) = o
V() (1 +6%) = s
9 2 1 2 1 2
Y(w) = (1+w?)? T l+w? 14w :w.ilv%ﬂ

Y1 (UJ) Y2 (UJ)

Jetzt verwenden wir den Faltungssatz Y;(w) - Ya(w) &0 41 % y2 und die schon oben gebrauchte

Korrespondenz
2a
—alz|
¢ a? + w?
y() = F 1 {Ni(w) - Ya(w)} = / e vl 5 e el gy = B / e lul=le=ul gy,
— 00 —00

Jetzt teilen wir das Integral an jenen Stellen auf, wo die Betrdge relevant sind. Dazu ist eine
Fallunterscheidung notwendig.



[e.o]

y(z) = = /—u| lz—ul g0, = = (/u(xudu+/u+(mu u+/eugcu

0
:;q 21; x]:OHue] +[ iu2+:p:|0>
: x) A-a)e
2

<62—0+0—:Ce +0 +

= ; .
e >0
1 7 1 0 z e
y(z) = ) / e lul=lr=ul gy = 5 / et (=) gy 4 /e“(wu) du + /e“ﬂzu) du
A S / J

1 QQU—SU 0 . e—2u+z o0
=3 [ 5 }Oo—i-[ue ]0+[ — L

T (RNl DGR L
2<2 tre ™ —0+0+ 2) :

Eine Losung der Differenzialgleichung lautet somit

(=z)e” <0
2 ,.’E_

X)) = =z
y() {(]__HEQ)G ’$>O



