Ubung 10

S1) Losen Sie die Differentialgleichungen durch Variation der Konstanten.
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Losung:
a) Es handelt sich um eine lineare inhomogene Differenzialgleichung. Die zugehorige homogene
Differenzialgleichung lautet:
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Das ist die Losung der homogenen Gleichung. Um die inhomogene Differenzialgleichung zu
16sen, variieren wir nun die Konstante ¢, d.h. betrachten sie abhéngig von x. Es gilt somit
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Ableiten der Losung und einsetzen in die DGL ergibt:
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Integration liefert
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Die Losung der allgemeinen inhomogenen Gleichung lautet
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b) Es handelt sich um eine lineare inhomogene Differenzialgleichung. Die zugehorige homogene
Differenzialgleichung lautet:
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Variation der Konstanten (¢ — ¢(z)):

,_ d@)(A + ) —c(x)

N TR

e _C@(4a)—cl@) T d@+a) _ @)
(1+x)? 1+ (14 )2 1+
d(z) =e* (14 1z) = e 4™

Integration liefert:
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Fiir die allgemeine inhomogene Gleichung erhalten wir
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) Es handelt sich um eine lineare inhomogene Differenzialgleichung. Die zugehorige homogene
Differenzialgleichung lautet:
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Variation der Konstanten:
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Die allgemeine Losung lautet
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S2) Ein Stromkreis mit einem zeitabhéingigen Widerstand wird durch die DGL

d{jit) + 2sin(t) - I(t) = sin(2t) ,(t>0)

beschrieben. Ermitteln Sie den zeitlichen Verlauf der Stromstérke I(¢) fiir 1(0) = 0.

Losung: Es handelt sich um eine lineare inhomogene Differenzialgleichung. Wir 16sen wieder
zuerst die homogene- und anschlieflend, durch Variation der Konstanten, die inhomogene DGL.
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In|I| =2cos(t) + 1
I = Ce2 cos(t)
Wir setzen wieder ¢ = ¢(t):
I' =d(x)e? cos(t) _g sin(t)c(z) e? cos(t)

Einsetzen in die urspriingliche DGL:
¢ (t) 2<% _2sin(t)e(x) €M) 42sin(t)c(x) 251 = sin(2t)

d(t) e2¢°5®) = sin(2¢)

d(t) = e 290 gin(2t) = 25" .2 cos(t) sin(t)

Wir integrieren mit der Substitution u = —2 cos(t).
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Wir erhalten als allgemeine Lésung
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Einsetzen der Anfangsbedingung I(0) = 0:

Die spezielle Losung lautet
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S3) Bei einem Flugzeugabsturz im Meer konnte aus den bekannten Meeresstromungen ein entspre-
chendes Stromungsfeld berechnet werden.
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Der vermutliche Aufprall auf die Wasseroberfliche liegt bei den Koordinaten P(10;1).
Bestimmen Sie die Ortskurve 7(t), t € [0;3] jenes Weges, auf dem das Wrack wahrscheinlich
durch die Stromung abgetrieben wurde. Somit erhélt man einen ersten Anhaltspunkt, wo die
Suche nach Uberresten am sinnvollsten ist.

Lésung: Die Losungskurve 7(t) liegt tangential zu allen Richtungsvektoren des Feldes. Der Tan-
gentialvektor 7(t) stimmt somit mit den Feldvektoren iiberein. Daraus erhalten wir die Differen-

zialgleichung Lo () _ (-
) (y(t)> <y>

Daraus ergeben sich die beiden Differenzialgleichungen

Diese Gleichungen l6sen wir jetzt.
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Aus den Anfangsbedingungen erhalten wir Werte fiir die noch unbestimmten Konstanten.

Insgesamt kann die Ortskurve 7(t) angegeben werden mit

(t) = <Z§3> = (108‘15) te[0:3

Zeichnen wir das Stromungsfeld und die Losungskurve in eine Grafik, so sehen wir die Plausibilitét
unserer Rechnung bestétigt.
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S4) Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f definieren wir den Differenzialoperator D durch die
Gleichung
D: f3f

a) Zeigen Sie, dass D ein linearer Operator (Abbildung) ist.

b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren dieser linearen Abbildung.!

Losung:
a)

D(Af) =3(A\f) =3Xf"=X-3f =AD(f)
D(f+g)=3(f+9) =3f +3¢ =D(f)+ D(g)

b) Wir verwenden die Eigenwertgleichung:

D(f)=Af
3f'=Af
Diese DGL losen wir wie iiblich:
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Alle A € R sind Eigenwerte des Operators D mit zugehérigen Eigenfunktionen f(z) = 37 .c.

'Hier spricht man oft von Eigenfunktionen statt von Eigenvektoren.



R1) Der Laplace-Operator A kann durch die Gleichung
A(f) = div(grad(f))

fiir ein differenzierbares Skalarfeld f definiert werden.

a) Stellen Sie den Operator A durch den Nabla-Operator V dar.
b) Zeigen Sie die Linearitét des Laplace-Operators.

¢) Zeigen Sie durch Nachrechnen der Definition, dass die Funktionen f(z;y) = e¥(*+¥) k ¢ R
Eigenfunktionen des Laplace-Operators sind. Bestimmen Sie die zugehorigen Eigenwerte.

Losung:
)
A(f) = div(grad(f)) = div(V - f) = (V. _V) - f = V*[
SKP
b)
n 2 n 62 n 82
AW = VR0 = ( M) (Af) = <Z x»f) = (Z Wf) =XV = 2A()
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Af+9) =V +9) =) 55(F+9) =) 5+> 550=V"+Vg=A(])+A(9)
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A(f)=Af
92 ok (T+y) — y\ ok (z+y)
= \ = 2k?

Jede Funktion der Form e*(**+¥) ist Eigenfunktion zum Eigenwert \ = 2k2.



