Ubung 2 - Lésung

(Vektorraum / Basis)

S1) Gegeben sei ein belastetes Rollensystem.

Fiir die wirkenden Kriifte gelte |G| = |G| = 2mg und |Gs| = 3mg. Wie groB ist der Winkel ¢
im Gleichgewichtszustand?
(Losung: ¢ ~ 41,4°)

S2) In der nachfolgenden Abbildung sind zwei verschiedene Basen, A = {d@,d@,} und B = {by, by},
der Ebene R? eingezeichnet.
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Berechnen Sie die Koordinaten des Vektors X in den Basen A und B.
(Losung: X4 = 1 ; X5 =



S3)
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a) Berechnen Sie die Koordinaten des Vektors = [ 5 | in der Basis B = {b1; ba; b3}.
-2
b) Zeigen Sie, dass fiir Aj, A2 € R die Mengen
Ulz{fGR?’:f:)\lgl} UQZ{fERS:f:)\161+)\262}

Vektorriume sind.! Geben Sie eine geometrische Interpretation der Raume U; und Us.

c¢) Begriinden Sie, warum es sich bei
Vi = {fe R3: 7 = A1hy + Aoba + 7 mit A, Ay € R}

um keinen Vektorraum handelt (mit ¥ aus Punkt a)).
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(Losung: a) Up =

S4) Im R? verwenden wir jetzt die Basis B = { <21> ; <§> } In dieser Basis sind folgende Vektoren
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Geben Sie diese Vektoren in der kanonischen Basis an.
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gegeben:

(Losung: v) =

S5) Gegeben sei der Vektorraum
V= {f(m) f(z) = az® + by* + ¢ mit a,b,c € R}
a) Skizzieren Sie die Vektoren

p(z) = 32® + 421 4 1 q(z) = 428 — 22* h(z) =525 +5

'Es darf verwendet werden, dass R® ein Vektorraum ist.
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b) Zeigen Sie, dass B = {p(x);q(x); h(x)} eine Basis des Raums V bildet.
c) Stellen Sie f(x) = 62% + 22% 4 2 in der Basis B dar.

(Lésung: ¢) f(x) = 5p(x) + 3a(z) + g5h(z))

(Eindeutigkeit der Koordinaten bzgl. einer Basis)
Sei B = {b1,ba,...,b,} eine Basis des Vektorraums V. So kann ein Element ¢ € V als Linear-

kombination
U= A1b1 + Aabo + ...+ A0y,

dargestellt werden.
Beweisen Sie, dass die Koordinaten (Koeffizienten) A; durch die Basisvektoren b; eindeutig be-

stimmt sind.
(Hinweis: Gehen Sie von einer weiteren Darstellungsmoglichkeit mit Koordinaten p; aus und zei-

gen Sie \; = ;)



R1) Sei V = C([0;1]) der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem Intervall [0; 1].

R2)

Gegeben seien fiir n = 1,2, ... die (Dach-)Funktionen f, € V mit

0 < o
0 ,x>%

fa(z) = 1 1, 1
2n(n+1)x —2n T Sr<slntaa

1
n — 2
—2n(n+ 1)z + 2n + 2 ,%(%JF%H) <z<

a) Skizzieren Sie den Graphen dieser Funktionen.

b) Zeigen Sie, dass dim(V') = oo mit Hilfe der Dachfunktionen.

(Lésung:
a)

T

b) Es ist zu zeigen, dass fir beliebiges k € N die Menge {f1,..., fr} linear unabhdingig ist.)

Es sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen. Addition und skalare Multiplikation werden komponen-
tenweise definiert.

a) Vi = {(an): Tim (a,) = o} b) Vo = {(an): Tim (a,) = 1}
c) Vs ={(ap): Yn € N: a,, # 1} d) Vi = {(an): Ing € N: ayp, = a4 fiir n > ng}

i) Geben Sie aus jeder Menge zwei Elemente an.
ii) Priifen Sie die Abgeschlossenheit der Rechenoperationen nach.

(Losung: ii) a) Beide Rechenoperationen abgeschlossen. b) und c¢) Keine Rechenoperation abge-
schlossen. d) Beide Rechenoperationen abgeschlossen.)



