Ubung 14 - Lésung

(Integralrechnung)

S1) Berechnen Sie die Integrale [ f,(z)dz fiir die Funktionen

fi(z) = 2ze™® fo(z) = w1 fa(z) = sin(Va)
4 3x2 — 2z +1 +1
M@ = 3w fs(@) = % folw) = ;;2 |

22
(Losung: f1: —2e % (z+1)+¢; fo: & 2+1 +c; f3: 2sin(y/z) —2y/@ cos(va) +¢; fa: 3In|In|z||+c;
fs: %—5x+61n|x+1]+c; for t(Injz +2|+ 3|z —2|) +¢)

S2) Berechnen Sie die Fldcheninhalte.

(Losung: In(3) +4 ~5,1; 1; ~ 6,35)

S3) Die Lebensdauer von elektronischen Bauteilen kann durch eine Exponentialverteilung beschrieben
werden. Die entsprechende Dichtefunktion hat die Gestalt f(t) = Ae™*.

t
a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion F(t) = [ f(z)dz.
0

b) Berechnen Sie den Erwartungswert E = [t - f(t)dt.
0

c¢) Von einem bestimmten Bauteil ist bekannt, dass es nach durchschnittlich 1000 Tagen ausfllt.
Bestimmen Sie die zugehorige Dichtefunktion f(t).
i. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein solches Bauteil héchstens (noch) 200
Tage hilt.

ii. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hélt ein Bauteil mindestens noch 50 Tage?

d) Wir wissen, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bauteil mindestens s Tage hélt, ist mit 1 — F'(s)
und dass es mindestens s + t Tage hélt, entsprechend mit 1 — F'(s +¢) zu berechnen. Setzen
wir diese beiden Wahrscheinlichkeiten ins Verhéltnis, so erhalten wir

1—-F(s+1)

ry ST FW

Vervollstdndigen Sie die Rechnung und interpretieren Sie das Ergebnis!



(Losung: a) F(t) =1—e M b) %; ci) 18,13% cii) 95,12%)
S4) Zeigen Sie, dass die Menge

{ \/127 = cos(n): \/17_rsin(ma:)}

2w
mit dem Skalarprodukt < f,g >= [ fgdz fiir alle m,n € N5 ein Orthonormalsystem bildet.

0
Hinweis: Verwenden Sie die Identitdten

sin(z) cos(y) = %(Sin(m _y)+sin(zty) sin(z) = %(1 — cos(2x)) cos () = %(1 + cos(2z))

R1) (Ausblick zum ,Stieltjes-Integral“) Wir fahren mit dem Auto eine liangere Strecke durch hiigeliges
Geldnde. Unser GPS-Gerit protokolliert dabei die aktuelle Seehthe pro gefahrenem Kilometer.

Wir méchten jetzt gerne wissen, auf welcher Seehthe wir uns durchschnittlich aufgehalten haben.
Dazu nehmen wir die gespeicherten Hohenangaben und dividieren sie durch die Anzahle der
Messpunkte (gefahrene Kilometer).

a) Ein befreundeter Mathematiker macht uns darauf aufmerksam, dass diese Vorgangsweise
falsch ist. Begriinden Sie warum er recht hat!

Um das Problem l6sen zu kénnen brauchen wir weitere Informationen, die unser Auto zum
Gliick ebenfalls abgespeichert hat. Im Bordcomputer wird die verstrichene Zeit pro Kilometer
protokolliert. Wir stellen alle Daten zu einer Tabelle zusammen.

| Distanz « [km] | Hohe & [m] | Zeit t = ¢ [s] | Zeitdifferenz At = Ay [s] |
0 500 0 —
1 550 30 30
2 600 70 40
3 620 130 60
4 600 150 20
5 630 200 50

b) Berechnen Sie aus den Tabellendaten die ungefihre Durchschnittshohe h auf den ersten finf
Kilometern.

Durch die diskreten Datenwerte kann nur eine ndherungsweise Berechnung erfolgen. Hétten un-
sere Gerdte kontinuierlich aufgezeichnet, so wire auch die Ermittlung des exakten Werts kein
Problem gewesen. Wir miissen eine Summation {iber alle Héhenangaben gewichtet mit den Zeit-
spannen durchfithren. Diese Summation erfolgt theoretisch iiber unendlich kleine Zeitspannen



und geht damit in ein Integral iiber. Stellen wir die falsche Methode aus Punkt a) mit der
korrekten Methode aus Punkt b) gegeniiber:

b b
_ 1 — 1
falsch: h = /h T)dx richtig: h = /h x)dp(z
[ = | Madeta)

Der neue Integralbegriff wird Riemann-Stieltjes Integral genannt und kann natiirlich formal exakt
definiert werden. Eine einfache Formel zur Berechnung existiert, falls ¢(z) stetig differenzierbar
ist:
b b
[ @) = [ hia) @)do
a a
Damit haben wir das {ibliche Riemann-Integral erhalten und kénnen wie gewohnt rechnen.

c¢) Berechnen Sie die Durchschnittshohe fiir h(z) = —0,04z* 4 0,623 — 2, 8322 + 4, 052 + 450
und ¢(z) = 0,12% + z fiir = € [0;6].

(Lésung: b) h = 606 m; c) h ~ 450m)



